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Introduccion

La interaccion lechoflujo en cauces naturales ha
despertado un gran interés en los Ultimos afios, no solo
desde el punto de vista cientifico sino también en relacion
con aplicaciones ingenieriles y ambientales. Dado que las
ondas de arena son capaces de recuperar su amplitud
luego del dragado (van Rijn 1993, Knaapen & Hulscher
2002), y su pasgje puede dejar a descubierto estructuras
localizadas debajo del lecho del rio como ser tuberias o
tuneles (Morelissen et al. 2003), un cabal entendimiento
de los procesos erosivos rel acionados con € transporte de
sedimento en lechos arenosos resulta de una importancia
singular para e ingeniero fluvia.

El objetivo de este trabajo es presentar la implementacion
ddd méodo de Gaekin discontinuo para la
determinacion del transporte de sedimento originado por
un flujo modelado por las ecuaciones de aguas poco
profundas. Al efecto, se resolvi6 €l problema
originamente propuesto por Exner (van Rijn 1993),
consistente en la determinacion de la evolucion de una
perturbacién origina mente simétrica bgjo lainfluencia de
un flujo estacionario, unidireccional, bgjo la hipétesis de
superficie libre rigida. Dicho problema puede extenderse
al estudio de evolucion y movilidad de barras v,
eventua mente, de dunas.

En los Ultimos afios, el método de Galerkin discontinuo
ha sido aplicado exitosamente en la aproximacion de
sisemas de leyes conservativas (Cockburn 1999). El
esguema resultante posee importantes ventgjas: d igual
gue e méodo de elementos finitos, resulta mas
conveniente que € método de diferencias finitas para la
solucion de problemas en dominios geométricos
complegjos. Por otra parte, €l carécter local de método
permite modificar su orden de precision en forma directa
por elemento, requiriendo solamente comunicacion entre
elementos vecinos (Cockburn 1999). El método posee
ademés solidos fundamentos mateméticos y ha sido
aplicado exitosamente a la solucién numérica de
problemas de flujos a superficie en laminas delgadas de
agua bajo la aproximacion de ondas largas, que es la
aproximacion utilizada en este trabajo.

Modelo matematico

El modelo de evolucion de la superficie del lecho debido
a transporte de sedimentos por carga de fondo
comprende | as ecuaciones de aguas poco profundas y una
ley de conservacion de sedimento o ecuacion de Exner
(Henderson 1966), dando lugar a un sistema de
ecuaciones diferencides en derivadas parciales de tipo
hiperbdlico, que en forma dimensional puede expresarse
como

ot ohut ohv=0, [1]
dhu+ 0, (hu”+gh?/2)+ 6, (huv)=-ghd,hy, (2]
A+ a,(huv)+ 6, (hv?+gh*/2) =-ghdyh, [3]
Oihp+n 0,0+ N 0,0,=0 [4]

En las ecuaciones [1-4], | as derivadas parciales se indican
mediante O, etc., siendo t e tiempo, u=(uyv) las
componentes de vel ocidad promediadas en la vertical alo
largo de las direcciones (x,y), h la profundidad del agua,
hy la elevacion de la superficie del lecho, ambas medidas
sobre un gje vertical alineado con la direccién de g, la
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aceleracion de la gravedad, y e pardmetro n=(1-p)*
siendo p la porosidad del materia granular no cohesivo
gue se supone constituye el lecho del rio.

El cierre del sistema [1-4] se determina por unarelacién
adiciona que especifica latasa de transporte volumétrico
de fondo g=(g.q,) en las direcciones x e v,
respectivamente.  Asumiendo que € transporte de
sedimentos se desarrolla siempre en la direccion de la
velocidad de flujo, € vector g se define, Igos de los
puntos de estancamiento, mediante la expresién

q=w/[uf [al, (9]

siendo |g| la magnitud del transporte de sedimento en la
direccion del flujo, asumido unidireccional, y bajo €
supuesto de un lecho plano. Existe un gran nimero de
funciones empiricas para la evaluacion del transporte de
sedimentos por carga de fondo (van Rijn 1993). En esta
comunicacion se considera la formula de transporte por
carga de fondo propuesta por Grass (1981):

lgl=odul", (6]

donde o es un coeficiente y n una constante positiva
(tipicamente entre 1 < n < 5). Esimportante remarcar que
o puede ser funcién de la profundidad h, y de las
propiedades del material que constituye el lecho del rio,
entre otros parametros. Mediante [5] y [6], |a formula de
transporte de sedimento puede expresarse atraves de

g=ou[™u. (7]

De [7] se concluye que a menor valor del parametro o,
menor es lainteraccién entre e lecho del rio y € flujo o
laintensidad del transporte. Por otra parte, se observa que
el transporte predicho por [7] es nulo en los puntos de
estancamiento del flujo.

Solucién numérica

Adoptando una discretizaci6n espacial con polinomios de
grado k, € sistema de ecuaciones diferenciaes en
derivadas parcides [1-4] se transforma en un sistema de
ecuaciones diferencides ordinarias. Como  caso
particular, € empleo de aproximaciones constantes a
trozos da lugar a esquema clésico de volimenes finitos
(Toro 1999). La comunicacién interelemental se rediza
mediante un flujo numérico, que debe ser especialmente
disefiado para transferir lainformaci6n adecuada. Debido
a su precision y eficiencia, se adopté en este trabgjo €
flujo numérico HLLC (Toro 1999), en combinacion con
polinomios de grado k=1, resultando asi un esguema de
segundo orden.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es
integrado en el tiempo mediante el método TVD Runge
Kutta de orden k+1 (Cockburn 1999). La implementacién
de un operador de estabilizacién o limitador de pendiente
aplicado en cada paso de tiempo intermedio garantiza
soluciones mondtonas en discontinuidades y gradientes
abruptos.

Resultados numéricos

El primer ensayo numérico consiste en analizar € flujo,
considerando € lecho rigido y sin transporte de material,
sobre un obstacul o convexo suave, Simétrico con respecto
a su cresta, definido por un escalén de fondo de forma
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Gaussiana. En la Figura 1 se presenta una comparacion
entre la solucion numéricay exacta para la elevacién de
la superficie de agua para los casos subcritico y
supercritico. Como se observa, para este caso existe un
excelente acuerdo entre la solucién exacta y numérica
L os resultados mostrados en la Tabla 1 evidencian que el
esguema es, tal como se supuso inicialmente, de segundo
orden.

/\\F- 1.9 supergrilical

H=h-nh

F = 0.2 subtrifical

Figura 1.-Topografia del lecho y elevacion de la superficie de
agua para casos sub y supercritico. Linea solida: solucién
numérica. Linea atrozos: solucion exacta.

Tabla 1.- Flujo sobre un obstaculo aidado para el caso
subcritico. Error en norma- L? luego de alcanzado € estado
egtacionario y resultados de convergencia en la profundidad de
agua. Malauniforme con NxN celdas.

Malla L" error Orden
20x 1 5.59E-003
40> 1 1.87E-003 157
80x 1 4.91E-004 1.93
160 x 1 1.35E-004 1.86

El siguiente g emplo muestra la evolucion del flujo y del
lecho para el mismo problema del escalén de fondo
Gaussiano presentado anteriormente, suponiendo ahorala
presencia de transporte por carga de fondo para o=3, y
n=3. Se impusieron condiciones de borde no reflectantes,
y en este caso, existe una solucién asintética conocida
(Tassi 2005). En € presente ensayo se implement6 €l
flujo numérico HLLC paralas ecuaciones [1-3] y €l flujo
de Lax-Friedrichs parala ecuaci6n de evolucion del lecho
[4] (Toro 1999). La implementacién de flujos numéricos
més elaborados se encuentra en etapa de desarrollo. Enla
Figura 2 se aprecia una proyeccion 3D de la condicion
inicial, t=0, y dd estado final de la simulacién, t=20,
cuyos detalle se observa en los cortes de la Figura 3.
Puede verse que ambas soluciones son préacticamente
indistinguibles una de otra.

Figura 2.- Superficie deaguay del lecho parala evolucién de
un obstaculo aidado. 1zq.: cond. inicial. Der.: solucién at=20.
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Figura 3.- Detalle de la solucién numérica (linea sdlida) y
solucion asintética (Iinea a trozos) parala evolucion deun
obstéculo aidado atiempo t=0, 10, 20.

Conclusiones

En los Ultimos afios, el método de Galerkin discontinuo
surgié como una alternativa robusta a métodos cléasicos
tales como volUmenes finitos para la resolucién de
problemas hiperbdlicos. El  presente trabgo es
potencialmente extendible a problemas mas complejos,
aungue en esta primera etapa, € desarrallo se limit6 ala
aplicacion del método para estudiar la evolucién de un
lecho erosionable en un canal extenso mediante la
solucion numérica de las ecuaciones de aguas poco
profundas acopladas alaley de conservacién del material
solido. Al efecto, la performance en esta etapa de
desarrollo del cédigo computacional fue analizada
mediante la comparacion con soluciones exactas y
asintéticas para un caso con fondo rigido, en presencia de
una perturbacion del lecho y sin transporte, y para €
mismo caso con lecho erosonable y en presencia de
transporte de sedimentos. En ambos casos se encontrd
gue el codigo produce soluciones altamente satisfactorias,
y notablemente suaves aln en zonas con gradientes
abruptos. Esto Ultima propiedad es una de las ventajas de
método en la resolucién de problemas hiperbdlicos, los
cuales pueden exhibir soluciones no continuas, como ser
resaltos hidraulicos, u ondas de frente abrupto en el lecho
producidas ante una carga stbita de sedimentos aguas
arriba.
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