Rios 2005: Principios y Aplicaciones en Hidraulica de Rios. H. D. Farias, J. D. Brea y R. Cazeneuve (Editores). ISBN 987-20109-4-3 (CD-ROM) &
987-20109-5-1 (libro). Segundo Simposio Regional sobre Hidraulica de Rios, Neuquén, Argentina, 2-4 nov. 2005.

METODO DE GALERKIN DISCONTINUO PARA LA SOLUCION DE LA EVOLUCION DE
UN LECHO EROSIONABLE

Pablo A. Tass*? & CarlosA. Vionnet®

"Dept. Applied Mathematics. University of Twente, Enschede, The Netherlands; ? Facultad de Ingenieriay
Ciencias Hidricas, Universidad Nacional del Litoral, Santa Fe, Argentinay CONICET.

RESUMEN

La interaccion lecho-flujo en cauces naturales ha despertado un gran interés en los Ultimos afios, no solo desde
el punto de vista cientifico sino también en relacion con aplicaciones ingenieriles y ambientales. El objetivo de
este trabajo es presentar la implementacion del méodo de Galerkin discontinuo para la determinacion del
transporte de sedimento originado por un flujo modelado por las ecuaciones de aguas poco profundas. En los
ultimos afios, e método de Galerkin discontinuo ha sido aplicado exitosamente en la aproximacion de sistemas
de leyes conservativas. El esguema resultante posee importantes ventgjas sobre métodos clasicos de
discretizacion como eementos finitos y volimenes finitos, resultando conservativo a nivel local, propiedad de
fundamental importancia en la aplicacion de problemas relacionados con €l transporte de sedimentos.

ABSTRACT

Over last years, the understanding of how sand interacts with flow has become a mgjor topic of interest, not
only from academical point of view, but also from engineering and environmental applications.

The aim of this work is to show the application of the space-discontinuous Galerkin finite-element method
(DG) to compute the transport of sediment by a flow modeled by the shallow water equations.

The success of DG in approximating system of conservative laws has attracted the attention of a good deal of
researches in the last few years. The resulting scheme has several important advantages over classical methods
such that finite eements or finite volume, for example it possesses a local conservation property, of paramount
importance in problems related with sediment transport.

INTRODUCCION

La interaccion lecho-flujo en cauces naturales ha despertado un gran interés en los Ultimos
anos, no solo desde e punto de vista cientifico sino también en relacion con aplicaciones
ingenieriles y ambientales. Dado que las ondas de arena son capaces de recuperar su amplitud
luego del dragado (van Rijn 1993, Knaapen & Hulscher 2002), y su pasge puede dejar a
descubierto estructuras localizadas debajo del lecho del rio como ser tuberias o tuneles
(Morelissen et al. 2003), un cabal entendimiento de los procesos erosivos relacionados con €l
transporte de sedimento en lechos arenosos resulta de una importancia singular para €l
ingeniero fluvial.

El objetivo de este trabgjo es presentar la implementacion del método de Galerkin discontinuo
para la determinacion del transporte de sedimento originado por un flujo modelado por las
ecuaciones de aguas poco profundas. Al efecto, se resolvio e problema originalmente
propuesto por Exner (van Rijn 1993), consistente en la determinacion de la evolucion de una
perturbacion originalmente simétrica bajo la influencia de un flujo estacionario, unidireccional,
bajo la hipétesis de superficie libre rigida. Dicho problema puede extenderse a estudio de
evolucion y movilidad de barras 'y, eventualmente, de dunas.

En los ultimos afios, e método de Galerkin discontinuo ha sido aplicado exitosamente en la
aproximacion de sistemas de leyes conservativas (Cockburn 1999). El esquema resultante
posee importantes ventgjas. a igua que € método de elementos finitos, resulta mas
conveniente que el método de diferencias finitas para la solucion de problemas en dominios
geomeétricos complejos. Por otra parte, €l caracter local del método permite modificar su orden
de precision en forma directa por elemento, requiriendo solamente comunicacion entre
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elementos vecinos (Cockburn 1999).

M ODELO MATEMATICO

El modelo de evolucién de la superficie del lecho debido al transporte de sedimentos por carga
de fondo comprende las ecuaciones de aguas poco profundas y una ley de conservacion de
sedimento o ecuacion de Exner (Henderson 1966), dando lugar a un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales de tipo hiperbolico, que en forma dimensiona puede
expresarse como

oih+ohu+oyhv=0, D
Ahu+ 0 (huP+ gh?/2)+ 8, (huv)=-ghdxhy (2)
ohv+d,(huv)+ 8, (hvP+gh?/2) =-ghdyhy ®)
Oihy+ N Ox0x+n 6,g,=0 4

En las ecuaciones (1-4), las derivadas parciales se indican mediante &;, etc., siendo t e tiempo,
u=(u,v) las componentes de velocidad promediadas en la vertical alo largo de las direcciones
(x,y), h laprofundidad del agua, h;, la elevacion de la superficie del lecho, ambas medidas sobre
un ge vertical alineado con la direccion de g, la aceleracion de la gravedad, y € parametro
n=(1-p)"* siendo p la porosidad del material granular no cohesivo que se supone constituye el
lecho del rio.

El cierre del sistema (1-4) se determina por una relacion adicional que especifica la tasa de
transporte volumétrico de fondo qg=(0x0,) en las direcciones x e y, respectivamente.
Asumiendo que € transporte de sedimentos se desarrolla siempre en la direccion de la
velocidad del flujo, el vector q se define, lgjos de los puntos de estancamiento, mediante la
expresion

q=u/lul [al,

©)

sendo |g] la magnitud del transporte de sedimento en la direccion del flujo, asumido
unidireccional, y bajo €l supuesto de un lecho plano. Existe un gran nimero de funciones
empiricas para la evaluacion del transporte de sedimentos por carga de fondo (van Rijn 1993).
En esta comunicacion se considera la formula de transporte por carga de fondo propuesta por
Grass (1981):

lal=alul’,

(6)

donde a es un coeficiente y n una constante positiva (tipicamente entre 1 < n < 5). Es
importante remarcar que o puede ser funcion de la profundidad h, y de las propiedades del
meaterial que constituye el lecho del rio, entre otros parametros. Mediante (5) y (6), la formula
de transporte de sedimento puede expresarse a través de

g= o |u[""u.
(7
De (7) se concluye que a menor valor del parametro a, menor es la interaccion entre el lecho

del rio y el flujo o la intensidad del transporte. Por otra parte, se observa que e transporte
predicho por (7) es nulo en los puntos de estancamiento del flujo.
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SOLUCION NUMERICA

Las caracteristicas mas sobresalientes del método de Galerkin discontinuo pueden ilustrarse
considerando la solucion numérica de la ecuacion de adveccion lineal:

d,u+ad,u=0, en (0,L)x(0,T),
(8

donde ae R y u, = u(x,0).Condiciones de borde tipicas para la ecuacion de adveccion lineal
son (i) periodicas, o (ii) descarga unitariac u(O,t) =u, (t), a>0 o u(L,t)=u,(t), a<0. Por
conveniencia, la ecuacion (8) puede expresarse mediante la ecuacion escalar hiperbdlica
genérica

ou+d,f=0,en (O,L)x(0,T),

)

donde en generd € flujo f = f(u) y en particular f(u) =au para la ecuacion de adveccién

lineal.
Multiplicando (9) por una funcién arbitraria suave w= w(x), integrando por partes en cada

elemento aislado, y agregando luego la contribucion de todos los elementos, se obtiene la
siguiente formulacion débil:

le .ka W%d)('i'[f(xl;l)\l\(xi;_l)_ f O WK )] - .f f (U)o, wax: =0, (10

donde W(X,,,) = IimXTXK . w(x,t)y w(X,,) = IimXLXK . w(x,t) . Por lo tanto, los flujos se evallian
sobre las caras internas (puntos en €l caso unidimensional) de cada elementoK, . Luego las
funciones suaves w son reemplazadas por funciones de prueba w, pertenecientes a espacio

de elementos finitos V,,, y la solucion exacta u por la solucion aproximada u,, . A diferencia del

método de elementos finitos clésico, en e méodo de Galerkin discontinuo la variable
u = u(x) se aproxima globalmente de forma discontinua y localmente en forma continua (linear
a trozos, por gemplo) para cada elemento. La Figura 1 ilustra la diferencia entre ambos
métodos de discretizacion.
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Figura 1.-Discretizacion de la variable u=u(x) mediante |a aproximacién por elementos finitos clésica—o continua- (arriba)
y elementos finitos discontinuos (abajo).

Dado que se permite que la funcion u,, sea discontinua en los puntos x,,, € flujo f(x.,)se
reemplaza por un flujo numérico, dependiente de los valores de u, adyacentes a punto x.,,,

esto es, por lafuncion h(u),,, = h(u(x,,),u(x;,,)) - Por lo tanto, la solucion aproximada dada

por la discretizacion aplicando € método de Galerkin discontinuo se define como la solucion
de la siguiente formulacion débil:

NZ{ IK Wy %dﬂ [N(X, )W(X 1) = h(x WX )] = j f (uh)axwhdx} =0,

La extensiéon a sistemas multidimensionales y de miltiples ecuaciones, s bien no es directa,
sigue los lineamientos presentados anteriormente.

Adoptando una discretizacion espacial con polinomios de grado k, e sissema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parcides (1-4) se transforma en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Como caso particular, € empleo de aproximaciones constantes a
trozos da lugar ad esquema clésico de volimenes finitos (Toro 1999). La comunicacion
interelemental se realiza mediante un flujo numérico, que debe ser especialmente disefiado para
transferir la informacion adecuada. Debido a su precision y eficiencia, se adoptd en este
trabajo e flujo numérico HLLC (Toro 1999), en combinacion con polinomios de grado k=1,
resultando asi un esgquema de segundo orden.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es integrado en e tiempo mediante el método
TVD Runge Kutta de orden k+1 (Cockburn 1999). La implementacién de un operador de
estabilizacion o limitador de pendiente aplicado en cada paso de tiempo intermedio garantiza
soluciones mon6tonas en discontinuidades y gradientes abruptos.

RESULTADOSNUMERICOS

El primer ensayo numérico consiste en andizar € flujo, considerando el lecho rigido y sin
transporte de material, sobre un obstaculo convexo suave, SImétrico con respecto a su cresta,
definido por un escaldén de fondo de forma Gaussiana. En la Figura 2 se presenta una
comparacion entre la solucién numérica y exacta para la elevacion de la superficie de agua
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para los casos subcritico y supercritico. Como se observa, para este caso existe un excelente
acuerdo entre la solucién exacta y numérica. Los resultados mostrados en la Tabla 1
evidencian que & esquema es, tal como se supuso inicialmente, de segundo orden y que €
orden de convergencia paralas variables h y hu es el mismo.

Tabla 1.- Flujo sobre un obstacul o aislado para el caso subcritico. Error en norma- L? luego de al canzado el estado
estacionario y resultados de convergencia en la profundidad de agua h y descarga unitaria hu. Malla uniforme con NxN

celdas.

h hu
Ny L? error Ordenp LZerror Orden p
20x1 1.0598e-02 3.6266e-02
40x 1 2.1903e-03 2.27 6.1527e-03 2.56
80x1 4.1883e-04 2.39 1.0186e-03 2.59
160 x 1 8.6768e-05 2.27 2.1468e-04 2.24
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Figura 2.-Topografia del lecho y elevacion de la superficie de agua para casos a) subcritico y b) supercritico (linea llena:
solucién numerica, linea a trozos: solucion exacta).

El siguiente gemplo muestra la evolucion del flujo y del lecho para € mismo problema del
escalon de fondo Gaussiano presentado anteriormente, suponiendo ahora la presencia de
transporte por carga de fondo para a =3, y n=3. Se impusieron condiciones de borde no
reflectantes, y en este caso, existe una solucion asintética conocida (Tassi 2005).

En d presente ensayo se implementd € flujo numérico HLLC para las ecuaciones (1-3) y €
fluyjo de Lax-Friedrichs para la ecuacién de evolucion del lecho (4) (Toro 1999). La
implementacion de flujos numéricos més elaborados se encuentra en etapa de desarrollo. En la
Figura 3 se aprecia una proyecciéon 3D de la condicion inicial, t=0, y del estado fina de la
simulacién, t=20, cuyos detalle se observa en los cortes de la Figura 4. Puede verse que ambas
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soluciones son préacticamente indistinguibles una de otra.

Figura 3.- Elevacion de la superficie de aguay del lecho para la evolucion de un obstaculo aislado. 1zg.: cond. inicial. Der.:
solucién at=20.
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Figura 4.- Detalle de la solucién numérica (linea sdlida) y solucidn asintética (linea a trozos) parala evolucion de un
obstaculo aislado a tiempo t=0, 10, 20.

CONCLUSIONES

En los ultimos afios, e método de Galerkin discontinuo surgié como una aternativa robusta a
métodos clasicos tales como volumenes finitos para la resolucion de problemas hiperbdlicos. El
presente trabgjo es potencialmente extensible a problemas mas complejos, aunque en esta
primera etapa, € desarrollo se limitd a la aplicacion del método para estudiar la evolucién de
un lecho erosionable en un canal extenso mediante la solucién numérica de las ecuaciones de
aguas poco profundas acopladas a la ley de conservacion del material solido. Al efecto, la
performance en esta etapa de desarrollo del codigo computacional fue analizada mediante la
comparacion con soluciones exactas y asintéticas para un caso con fondo rigido, en presencia
de una perturbacion del lecho y sin transporte, y para el mismo caso con lecho erosionable y en
presencia de transporte de sedimentos. En ambos casos se encontré que €l cddigo produce
soluciones dtamente satisfactorias, y notablemente suaves aln en zonas con gradientes
abruptos. Esto dltima propiedad es una de las ventajas del método en la resoluciéon de
problemas hiperbdlicos, los cuales pueden exhibir soluciones no continuas, como ser resatos
hidraulicos, u ondas de frente abrupto en €l lecho producidas ante una carga subita de
sedimentos aguas arriba.
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